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Abstrakt

V ¢lanku jsou studovany limity schopnosti umélych neu-
ronovych siti s jednou skrytou vrstvou vypocetnich jedno-
tek pfi feSeni vysoce dimenziondlnich dloh. Na zdkladé
vlastnosti ,,koncentrace miry” eukleidovskych prostorti
vys$ich dimenzi je ukdzéano, Ze reprezentace ndhodné
vybrané funkce na dostatecné velké doméné s velkou
pravdépodobnosti vyzaduje sif s po¢tem jednotek nebo
velikosti vah zavisejici na vstupni dimenzi sit€ exponen-
ciondlné. Je zd4nlivym paradoxem, Ze najit konkrétn{
priklad takové funkce je obtizné. MoZnym vysvétlenim
je, Ze jak redlné tlohy modelované neuronovymi sit€mi,
tak funkce popsané matematickymi formulemi pati{ do
malé mnoziny funkci, které maji strukturu, kterd se da
realizovat neuronovymi sitémi pfijatelnych velikosti. Situ-
ace pfipomind zndmy paradox z teorie kédovéni ,,Kazdy
kéd, ktery nemiZeme vymyslet, je dobry”.

1 Uvod

Ackoliv biologicky inspirované perceptronové sité byly
piivodné navrZeny jako vicevrstvé architektury, nejrozsi-
fenéj$im typem siti se postupné staly sité s vrstvou vstupti
nésledovanou jednou skrytou vrstvou vypocetnich jedno-
tek a jednou vystupni jednotkou. Sité s jednou skrytou
vrstvou byly uspésné vyuZity v mnoha praktickych apli-
kacich. Teprve v neddvné dobé doslo k obnoven{ zdjmu
o vicevrstvé architektury v podobé tzv. hlubokych siti
(Hinton a spol., 2006; Bengio, 2009). Efektivni ucenf sit{
s nékolika skrytymi vrstvami umoznil rozvoj hardwaru.
Algoritmy ucenf téchto siti vyuzivaji totiz GPU (graphic
processing units), které byly vyvinuty pro potfeby poci-
tacovych her. Zcela ale chybi teoretickd analyza vyhod
a nevyhod hlubokych siti a porovnani jejich vlastnosti
s vlastnostmi siti s jednou skrytou vrstvou (kterym se
zacalo fikat mélké pro odliSeni od hlubokych sitf).

Je zndmo, Ze mélké sit€ s mnoha rtiznymi typy vy-
pocetnich jednotek dovedou dobfe aproximovat spojité
funkce na kompaktnich mnoZinach (viz napt. (Pinkus,
1999)). V praktickych aplikacich pocitaji neuronové sité
funkce na konec¢nych mnoZinach obsahujicich pixely
zpracovavanych obrazkid nebo data, kterd maji byt kla-
sifikovdna. VSechny funkce na kone¢nych doménach v
R? 1ze piesné reprezentovat mélkymi sitémi s popular-
nimi typy jednotek jako jsou perceptrony (Ito, 1992) nebo

radidln{ jednotky (Micchelli, 1986).

Vysledky o univerzdlnich aproximacnich a reprezen-
ta¢nich vlastnostech neuronovych siti pfedpokladajf, Ze
pocet jednotek sité je neomezeny nebo, v piipadé konec-
nych domén, je roven jejich velikosti. Modelova sloZitost
sité¢ méfend poctem jednotek je ovSem limitujicim fak-
torem pro praktické aplikace. Rada hornich odhadii této
sloZitosti byla odvozena pomoci metod teorie nelinedrni
aproximace funkci (viz napt. (Kainen a spol., 2009, 2012;
Kiirkové, 2012)) a umoznila popis tfid tloh, které 1ze fesit
pomoci siti s pfijatelnou velikosti.

Na rozdil od hornich odhadt, které pouze vyzaduji
nalezeni vhodného zpiisobu aproximace nebo reprezen-
tace dané tiidy funkci mélkymi sit€émi s urcitym poctem
vypocetnich jednotek, ziskani dolnich odhadd byva mno-
hem obtiZznéjsi. VyZaduje diikazy, Ze dané typy funkci
nelze Zadnym zptisobem sitémi omezené velikosti repre-
zentovat nebo aproximovat.

V tomto ¢ldnku se zabyvdme limity schopnosti mél-
kych neuronovych siti. Motivacf je hleddni porozumnéni{
situacim, kdy jsou dvé a vice skrytych vrstev vyhod-
néjsi nez jedna. Zkoumame proto piipady, kdy je vyuZiti
mélkych siti nevyhodné, protoZe ma prilisné naroky na
pocet jednotek sité nebo na velikost jejich parametri.
Zamétujeme se na dolni odhady poctu jednotek a veli-
kosti parametrti siti reprezentujicich funkce na kone¢nych
mnoZindch. MnoZiny funkci na kone¢nych doménach lze
reprezentovat jako eukleidovské prostory dimenzi rov-
nych velikostem téchto domén. Vzhledem k tomu, Ze
domény funkci byvaji v typickych aplikacich neurono-
vych siti velké, projevuji se pfi zkoumdni sloZitosti siti
reprezentujicich funkce na téchto doménach geometrické
vlastnosti vysoce dimenziondlnich prostord. Jednou z
nich je tzv. vlastnost koncentrace miry, kterd spoc¢iva v
tom, Ze s rostouci dimenz{ d se dostava vétsina povrchu
d-dimenziondln{ koule do malé vzdalenosti od rovniku.

Tyto geometrické vlastnosti eukleidovskych prostort
kombinované s relativné malou velikosti mnoZin funkci,
které 1ze pocitat béZnymi vypocetnimi jednotkami (jako
jsou perceptrony nebo jadrové jednotky pouZivané v al-
goritmu Support Vector Machine), vyuziviame v tomto
¢lanku pro odvozeni dolnich odhadti modelové sloZitosti
mélkych siti. Dokazujeme, Ze s rostouci dimenzi expo-
nenciondlné klesa pravdépodobnost, Ze uniformé& odné
vybranou funkci Ize reprezentovat siti s poctem jedno-
tek a velikosti vystupnich vah zavisejicich na dimenzi



polynomidlné.

Je zdanlivym paradoxem, Ze ackoliv jen relativné
mald ¢4st mnoZiny vSech funkci na dané kone¢né doméné
se d4 reprezentovat sitémi prijatelné velikosti, sestrojeni
funkct, které do této malé mnoZiny nepatii, je obtizZné. Si-
tuace pfipomind teorii kédovani, kde nazev ¢lanku ,,Any
code of which we cannot think is good” (Coffey and
Goodman, 1990) vyjadfuje skutecnost, Ze kody, které v
sobé nemaji n&jakou pravidelnost, nedokdZeme vymys-
let. Obdobné je obtizné vymyslet funkce nebo popsat
vztahy mezi redlnymi daty, které v sobé nemaji néjakou
strukturu, kterd se da dobfe modelovat mélkymi sitémi s
vhodnymi typy jednotek.

2 Slovniky vypocetnich jednotek

Melké sité s linedarni vystupni jednotkou pocitaji funkce
vstup-vystup, které patfi do mnoZin tvaru

n
span,, G := {Zwigi |w;, € R, g; € G} ,

=1

kde G je mnoZina funkci, které pocitaji vypocetni jed-
notky daného typu (Casto nazyvand slovnik), w; jsou vy-
stupni vdhy a n je pocet skrytych jednotek, jimZ byva
méfena modelovd sloZitost. Typické slovniky vypocet-
nich jednotek jsou parametrické mnoZiny funkeci tvaru
Gy(X,U),kde ¢ : X x U — R je funkce dvou promén-
nych, X C R je mnoZina vstupii a U C R" je mnoZina
parametrii, které jsou optimalizovdny béhem uceni.
Pdvodni vypocetni jednotky vyuZivané v neurono-
vych sitich jsou perceptrony, které pocitaji funkce tvaru

ov-.+b): X =R,
kde 0 : R — R je aktivacni funkce. Nejcastéji ma
tvar sigmoidy, tj. je neklesajici a limy_, o, o(t) = 0
alim;_, o, o(t) = 1. Dllezité typy sigmoid jsou Heavisi-
dova funkce ¥ : R — {0,1}
Y(t):=0prot<0 a U({):=1prot>0
a funkce signum sgn : R — {-1,1}

sgn(t) == —1prot <0 asgn(t):=1 prot>0.

H4(X) znadi slovnik funkci na X C R? pocitatelnych
Heavisidovymi perceptrony, tj.

Hy(X):={9(w-.4+b): X - {0,1}|v e R:, bc R}

a Py(X) slovnik funkei na X poéitatelnych signum per-
ceptrony, tj.

Py(X) := {sgn(v-.4b) : X — {~1,1}|v € R", b € R}.

V tomto ¢lanku se z technickych diivodti zaméfujeme
na signum perceptrony, protoze viechny funkce z P;(X)

maji stejné normy rovné (card X)'/2. Z hlediska mo-
delové slozitosti je jen zanedbatelny rozdil mezi sit€émi
se signum a Heavisideovymi perceptrony, protoZe plati
sgn(t) =20(t) —1ad(t) = % Libovolnou sit
s n signum perceptrony lze tedy nahradit siti s n + 1
Heavisidovymi perceptrony.

Dal$im hojné€ vyuZivanym typem jednotek jsou ja-
drové jednotky. Pro jadro K4 : X x U — R znacime
Fi, (X, U) slovnik jddrovych jednotek s parametry v U,
tj.

Fr,(X,U) :={Kq(,u): X > R|lueU}.

Je-li X = U, piSeme Fk,(X). Slovniky tohoto typu
vyuziva algoritmus Support Vector Machine (SVM),
ktery hledd vhodné parametry jednotek v mnoZziné U =
{u1,...,u;} vstupnich dat. Nejrozsifenej$im typem ja-
dra je gaussovské jadro.

V tomto ¢lanku se zabyvame schopnostmi mélkych
siti reprezentovat funkce na kone¢nych mnoZzinach v R9.
Pro X C RY zna¢ime

FX)={f|f: X >R}

linedrni prostor vSech funkci na X. B(X') zna¢i podmno-
Zinu F(X) tvofenou funkcemi s hodnotami 1 a —1, tj.

B(X):={f:X — {-1,1}}.

Je-li X C R? kone¢nd mnoZina, potom F(X) je izo-
morfni s kone¢n& dimenziondlnim prostorem R¢#d X
Tento izomorfismus indukuje na F(X') eukleidovsky ska-
larn{ soucin
(f.9) =" flwg(u)
ueX

a eukleidovskou normu

If1l = V(S5 )

S™=1 zna&f sféru o poloméru r v R™ a
Se(X) ={f e FX)[IfIl =r}

znadi sféru o poloméru r v F(X). Abychom odlisili ska-
larni soucin na R od skaldrniho soucinu (., .) na F(X),

zna¢ime ho
d
Uu-v:= E U;U;.
i=1

3 Modelova slozitost a variace funkci

Uzite¢nym ndstrojem pro ziskdvani odhadl zavislosti
presnosti aproximace funkci neuronovymi sit€émi na po-
¢tu vypocetnich jednotek je norma méfici korelaci apro-
ximované funkce s typem vypocetnich jednotek. Tuto
normu lze také vyuZzit pro ziskani dolnich odhadii poctu

vypocetnich jednotek nebo velikosti vystupnich vah sité.



Pro omezenou podmnoZinu G' normovaného lineér-
niho prostoru (X, ||.|| x ), G-variace (variace vzhledem k
mnoziné G), oznacovand ||.||g, je definovana

|fllg :=inf {c € Ry | f/c € cly conv (GU—G)} ,

kde —G := {—g | g € G}, cly zna¢i uzavér vzhle-
dem k topologii indukované normou || - ||+ a conv znadi
konvexni obal. Tento pojem zavedl Barron (1992) pro
mnoziny funkci pocitatelnych perceptrony a Kirkova
(1997) definovala variaci vzhledem k libovolné omezené
mnozin€ a aplikovala na riizné typy vypocetnich jedno-
tek. Pomoci této normy byly odvozeny odhady rychlosti
klesani aproximacnich chyb s rostoucim poctem jednotek
mélkych siti (viz napt. (Karkova, 2003; Kainen a spol.,
2012)).

Varia¢ni norma miZe byt také vyuzita pro studium
modelové slozZitosti siti reprezentujicich funkce na ko-
ne¢nych mnoZindch. Z jeji definice 1ze snadno odvodit
ndsledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.1 Necht G je konecnd mnoZina funkci
na X C RY cardG =k, potom pro kaz-
dou funkci f X —= R plii |flle =

min {Zf:l lwi| | f = Zf:l wigi, w; €ER, g; € G}

Toto tvrzeni ukazuje, Ze pokud ma funkce velkou variaci
vzhledem ke slovniku vypocetnich jednotek G, potom
kazd4 reprezentace této funkce mélkou siti s jednotkami
z GG musi mit velky pocet jednotek nebo musi byt velké
nékteré z vystupnich vah. Charakterizace funkci s vel-
kou variaci vede tedy k popisu tfid funkci, jejichZ repre-
zentace vyZzaduje velky pocet jednotek nebo nékterou
velkou vystupni vdhu. Oboje mize limitovat moZnosti
implementace. Je pozoruhodné, Ze rovnézZ v teorii sloZi-
tosti obvodi hraji dilezitou roli tfidy funkci definované
pomoci podminek omezujicich polynomidlné soucasné
pocet jednotek a velikosti vah.

Pro popis tfid funkci s velkou variaci vyuZijeme né-
sledujici vétu vychazejici z geometrické charakterizace
variace (Kirkové, 2012). G+ zna&f ortogonélni doplnék
G.

Véta 3.1 Necht X C R? a G je omezend podmnoZina
prostoru F(X), potom pro viechna f € F(X) \ G+
plati

1£1

Ille = S 1 AT

Véta 3.1 ukazuje, Ze funkce, které jsou ,,téméf ortogo-
nélni” ke v§em funkcim z GG, maji velkou G-variaci. Slo-
Zitost siti s jednotkami ze slovniku G tedy zdleZ{ na tom,
jak je reprezentovand funkce korelovéana s funkcemi z G.

4 Variace funkci na velkych doménach

V této Casti ukazujeme, Ze geometrické vlastnosti eu-
kleidovskych prostort vyssich dimenzi vedou k tomu,
Ze mnoZziny funkci korelovanych s jednotlivymi vypo-
¢etnimi jednotkami jsou pomérné malé. To plyne z tzv.
vlastnosti koncentrace miry, jejimz specidlnim pfipadem
je exponenciondlni pokles velikosti ,,polarnich cepicek”
sfér s rostouci dimenzi eukleidovskych prostort (viz napf.
(Ball, 1997)). Prog € S™ ! ae € (0,1) oznatme

Clg.e) = {h e S |[(h°,g°)] = e}

Potom pro viechna g € ST~ 1, ¢ € (0,1) a u uniformn{
pravdépodobnostni miru na S~ ! plati

2

1(C(g,e)) <e "7 (1

Nasledujici véta vyuZivajici odhad (1) ukazuje, Ze
pokud slovnik vypocetnich jednotek na velké doméné
je ,relativné maly” vzhledem k velikosti mnoZiny vSech
funkcfi na této doméné, potom s velkou pravdépodobnosti
reprezentace ndhodné vybrané funkce vyZaduje mélkou
sit s ,,velkym” poctem jednotek nebo ,,velkou” velikosti
vah.

Véta 4.1 Necht X C R? card X =m, G(X) C F(X)
takovy, Ze card G(X) = k, b,r > 0, a pro vSechna
g € G(X), [|[f|| = r. Potom

(i) pro kaZdou uniformni pravdépodobnostni miru u na
Sy (X) plati,

m

p({f € FX) [ flox) = b}) = 1—2ke” 27,

(ii) je-li G(X) C B(X), a f je uniformé ndhodné vy-
brand funkce z B(X), potom

Pr(|| fllaix) > b) > 1—2ke 22,

Obé casti Véty 4.1 plynou z Véty 3.1 a z geomet-
rickych vlastnosti eukleidovskych prostorid (dikaz viz
(Karkova, 2014; Ktrkova and Sanguineti, 2014)). Prostor
F(X) je isometricky s prostorem R4 X S rostouct
velikosti domény card X = m, pravdépodobnostni mira
mnoZin vektort korelovanych s vypocetnimi jednotkami
ze slovniku G(X) klesd exponenciondlng. Odhady ve-
likosti téchto mér plynou z vlastnosti koncentrace miry
(1) a z Chernoffova odhadu (Chernoff, 1952) z teorie
pravdépodobnosti.

Z Véty 4.1 plyne, Ze uniformni pravdépodobnostni
mira mnoZiny funkci s variaci vét$i nez b je alespon

1—2card G(X)e 22,
Napiiklad pro b = m!'/4 je tato mira alespoii

ml/2

1—2cardG(X)e 2

2



Pro ,relativné malé” slovniky a ,,velké” domény X je
dolni (2) mez blizko 1.

Mezi ,relativné malé” slovniky patfi slovniky
Fg,(X) tvofené jadrovymi jednotkami se stfedy v tréno-
vacich vstupnich datech, které se pouZivaji v algoritmu
Support Vector Machine (SVM), ktery vybird vypocetni
jednotky (tzv. support vectors) pouze mezi jednotkami s
parametry danymi vstupnimi trénovacimi daty. V tomto
piipadé plati card G(X) = k = card X = m. TakZe
pro slovniky pouZivané v SVM plyne z Véty 4.1, Ze mira
mnoziny funkei s variaci vétsi neZ b je alespon

1—2me 7.
Pro b = m!'/* dostaneme dolni odhad této miry

'm,l/2
1—2me "2

Je-li doména X d-dimenziondlni boolovska krychle X =
{0,1}%, je jeji velikost m = 2% a z (2) plyne dolni odhad

od/2—1
1— 2d+1 e 2

velikosti mnoZiny funkci, které maji variaci vét$i nez
24/4,

Také slovnik signum perceptroni P;(X) je ,,relativné
maly”. Odhad jeho velikosti v zavislosti na velikosti m
domény X a dimenzi d prostoru R?, v némz jsou body z
X umistény, plyne z odhadli poctu linedrné separovatel-
nych dichotomif, které odvodil jiz v 19. stoletf Svycarsky
matematik Schléfli (viz Schlifli (1901)). Modernéjsi vy-
klad jeho vysledkt 1ze nalézt v ¢lanku (Cover, 1965).

Véta 4.2 Pro kazdé d a kaZdou podmnoZinu X C R¢
velikosti card X = m plati

d
-1 d
cardRi(X)SQZ(mi ) SZ%.
i=0 ’

Z Véty 4.2 naptiklad plyne, Ze slovnik funkci pocitatel-
nych signum perceptrony na d-dimenziondlni boolovské
krychli {0, 1} m4 velikost mensf nez 27" . To znamend,
7e jen malou &dst mnoziny B({0, 1}%) velikosti 22" tyorf
funkce pocitatelné signum perceptrony.

Na zdkladé Vét 4.1 a 4.2 dostaneme ndsledujici odhad
pravdépodobnostniho rozloZen{ funkci s velkymi varia-
cemi vzhledem k signum perceptroniim.

Disledek 4.1 Necht X C R% card X = m, G(X) C
B(X) takovy, Ze card G(X) = k, b > 0 a f je uniformé
ndhodné vybrand funkce z B(X), potom

d
m” —m
Pr (Hf”Pd,(X) > b) >1- 4?6%2 .

Nap¥. pro doménu velikosti m = 2¢ dostaneme na z4-
kladé Disledku 4.1 dolni odhad

velikosti mnoZiny funkci, které maji variaci vzhledem k
perceproniim Vv&tsi nez b = 24/4,

5 Konstrukce funkci s velkou variaci vzhle-
dem Kk perceptronim

Vysledky odvozené v pfedchoz{ ¢4sti jsou existenciondlni.
Plyne z nich, Ze s rostouci velikosti domény X se zvy-
Suje pravdépodobnost, Ze perceptronova sif reprezentujici
nahodné vybranou bindrni klasifika¢ni dlohu na X ma
,,velky” pocet jednotek nebo nékteré z vystupnich vah této
sit€ jsou ,,velké”. PfestoZe ma vétSina funkci velkou vari-
aci vzhledem k perceptrontim, sestrojit konkrétni piiklad
takové funkce neni snadné. V této sekci popiSeme jediny
typ konstrukce takovych funkci, ktery je ndm zndm.

Ditlezity piiklad z teorie boolovskych funkci je
funkce “inner product mod 2”, kterd nepatfi do tfidy L/\Tg
okruhti hloubky 2 polynomidlni velikosti s prahovymi jed-
notkami s polynomidlné omezenymi vahami (Roychowd-
hury a spol., 1994). Tato funkce 34 : {0,1}¢ — {0,1}
je definovand na boolovskych krychlich sudé dimenze
{0, 1} takto:

Bq = (I(z) - r(x)) mod 2,

kde I(x),7(z) € {0,1}%2 jsou definovany I(z); := z;
pro i = 1,...,% ar(x); = Tay;proi = 1,...,%.
Nahrazenim oboru hodnot {0, 1} oborem hodnot {—1, 1

dostaneme funkci
Ba = (1)@ 7).

KaZdou funkci f na boolovské krychli {0, 1}¢ sudé
dimenze 1ze reprezentovat jako 2%/2 x 24/2 matici M de-
finovanou M,, , = f(ux*v),kde u,v € {0,1}¥2 auxv
znad{ konkatenaci vectori v a v. D4 se ukazat, Ze matice
reprezentujici funkci 34 je tzv. Hadamardova matice, tj.
jeji fadky (ekvivalentné€ sloupce) jsou navzdjem kolmé.
Na zdklad€ dtikazu, Ze funkce B_d neni ve tiidé L/-\H (Haj-
nal a spol., 1993), dokézali Kirkova a spol. (1998), Ze va-
riace vzhledem k perceptrontim kazdé boolovské funkce,
kterou Ize reprezentovat jako Hadamardovu matici, za-
visi na d exponenciondlné. Tento vysledek lze rozsitit
na funkce na doméndch X € R tvaru X = Y x Z,
kde cardY = card Z = n, definované pomoci n X n
Hadamardovych matic M jako f(z,y) = M, ,. Vari-
ace vzhledem k perceptroniim téchto funkci je omezend
zdola Y™ kdem =n x n (Kirkov4, 2015).

logy m?
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