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Abstrakt

V článku jsou studovány limity schopností umělých neu-
ronových sítí s jednou skrytou vrstvou výpočetních jedno-
tek při řešení vysoce dimenzionálních úloh. Na základě
vlastnosti „koncentrace míry” eukleidovských prostorů
vyšších dimenzí je ukázáno, že reprezentace náhodně
vybrané funkce na dostatečně velké doméně s velkou
pravděpodobností vyžaduje síť s počtem jednotek nebo
velikostí vah závisející na vstupní dimenzi sítě exponen-
cionálně. Je zdánlivým paradoxem, že najít konkrétní
příklad takové funkce je obtížné. Možným vysvětlením
je, že jak reálné úlohy modelované neuronovými sítěmi,
tak funkce popsané matematickými formulemi patří do
malé množiny funkcí, které mají strukturu, která se dá
realizovat neuronovými sítěmi přijatelných velikostí. Situ-
ace připomíná známý paradox z teorie kódování „Každý
kód, který nemůžeme vymyslet, je dobrý”.

1 Úvod

Ačkoliv biologicky inspirované perceptronové sítě byly
původně navrženy jako vícevrstvé architektury, nejrozší-
řenějším typem sítí se postupně staly sítě s vrstvou vstupů
následovanou jednou skrytou vrstvou výpočetních jedno-
tek a jednou výstupní jednotkou. Sítě s jednou skrytou
vrstvou byly úspěšně využity v mnoha praktických apli-
kacích. Teprve v nedávné době došlo k obnovení zájmu
o vícevrstvé architektury v podobě tzv. hlubokých sítí
(Hinton a spol., 2006; Bengio, 2009). Efektivní učení sítí
s několika skrytými vrstvami umožnil rozvoj hardwaru.
Algoritmy učení těchto sítí využívají totiž GPU (graphic
processing units), které byly vyvinuty pro potřeby počí-
tačových her. Zcela ale chybí teoretická analýza výhod
a nevýhod hlubokých sítí a porovnání jejich vlastností
s vlastnostmi sítí s jednou skrytou vrstvou (kterým se
začalo říkat mělké pro odlišení od hlubokých sítí).

Je známo, že mělké sítě s mnoha různými typy vý-
početních jednotek dovedou dobře aproximovat spojité
funkce na kompaktních množinách (viz např. (Pinkus,
1999)). V praktických aplikacích počítají neuronové sítě
funkce na konečných množinách obsahujících pixely
zpracovávaných obrázků nebo data, která mají být kla-
sifikována. Všechny funkce na konečných doménách v
Rd lze přesně reprezentovat mělkými sítěmi s populár-
ními typy jednotek jako jsou perceptrony (Ito, 1992) nebo

radiální jednotky (Micchelli, 1986).
Výsledky o univerzálních aproximačních a reprezen-

tačních vlastnostech neuronových sítí předpokládají, že
počet jednotek sítě je neomezený nebo, v případě koneč-
ných domén, je roven jejich velikosti. Modelová složitost
sítě měřená počtem jednotek je ovšem limitujícím fak-
torem pro praktické aplikace. Řada horních odhadů této
složitosti byla odvozena pomocí metod teorie nelineární
aproximace funkcí (viz např. (Kainen a spol., 2009, 2012;
Kůrková, 2012)) a umožnila popis tříd úloh, které lze řešit
pomocí sítí s přijatelnou velikostí.

Na rozdíl od horních odhadů, které pouze vyžadují
nalezení vhodného způsobu aproximace nebo reprezen-
tace dané třídy funkcí mělkými sítěmi s určitým počtem
výpočetních jednotek, získání dolních odhadů bývá mno-
hem obtížnější. Vyžaduje důkazy, že dané typy funkcí
nelze žádným způsobem sítěmi omezené velikosti repre-
zentovat nebo aproximovat.

V tomto článku se zabýváme limity schopností měl-
kých neuronových sítí. Motivací je hledání porozumnění
situacím, kdy jsou dvě a více skrytých vrstev výhod-
nější než jedna. Zkoumáme proto případy, kdy je využití
mělkých sítí nevýhodné, protože má přílišné nároky na
počet jednotek sítě nebo na velikost jejích parametrů.
Zaměřujeme se na dolní odhady počtu jednotek a veli-
kosti parametrů sítí reprezentujících funkce na konečných
množinách. Množiny funkcí na konečných doménách lze
reprezentovat jako eukleidovské prostory dimenzí rov-
ných velikostem těchto domén. Vzhledem k tomu, že
domény funkcí bývají v typických aplikacích neurono-
vých sítí velké, projevují se při zkoumání složitosti sítí
reprezentujících funkce na těchto doménách geometrické
vlastnosti vysoce dimenzionálních prostorů. Jednou z
nich je tzv. vlastnost koncentrace míry, která spočívá v
tom, že s rostoucí dimenzí d se dostává většina povrchu
d-dimenzionální koule do malé vzdálenosti od rovníku.

Tyto geometrické vlastnosti eukleidovských prostorů
kombinované s relativně malou velikostí množin funkcí,
které lze počítat běžnými výpočetními jednotkami (jako
jsou perceptrony nebo jádrové jednotky používané v al-
goritmu Support Vector Machine), využíváme v tomto
článku pro odvození dolních odhadů modelové složitosti
mělkých sítí. Dokazujeme, že s rostoucí dimenzí expo-
nencionálně klesá pravděpodobnost, že uniformě odně
vybranou funkci lze reprezentovat sítí s počtem jedno-
tek a velikostí výstupních vah závisejících na dimenzi



polynomiálně.
Je zdánlivým paradoxem, že ačkoliv jen relativně

malá část množiny všech funkcí na dané konečné doméně
se dá reprezentovat sítěmi přijatelné velikosti, sestrojení
funkcí, které do této malé množiny nepatří, je obtížné. Si-
tuace připomíná teorii kódování, kde název článku „Any
code of which we cannot think is good” (Coffey and
Goodman, 1990) vyjadřuje skutečnost, že kódy, které v
sobě nemají nějakou pravidelnost, nedokážeme vymys-
let. Obdobně je obtížné vymyslet funkce nebo popsat
vztahy mezi reálnými daty, které v sobě nemají nějakou
strukturu, která se dá dobře modelovat mělkými sítěmi s
vhodnými typy jednotek.

2 Slovníky výpočetních jednotek

Mělké sítě s lineární výstupní jednotkou počítají funkce
vstup-výstup, které patří do množin tvaru

spannG :=

{
n∑
i=1

wigi |wi ∈ R, gi ∈ G

}
,

kde G je množina funkcí, které počítají výpočetní jed-
notky daného typu (často nazývaná slovník), wi jsou vý-
stupní váhy a n je počet skrytých jednotek, jímž bývá
měřena modelová složitost. Typické slovníky výpočet-
ních jednotek jsou parametrické množiny funkcí tvaru
Gφ(X,U), kde φ : X ×U → R je funkce dvou proměn-
ných, X ⊂ Rd je množina vstupů a U ⊂ Rr je množina
parametrů, které jsou optimalizovány během učení.

Původní výpočetní jednotky využívané v neurono-
vých sítích jsou perceptrony, které počítají funkce tvaru

σ(v · .+ b) : X → R,

kde σ : R → R je aktivační funkce. Nejčastěji má
tvar sigmoidy, tj. je neklesající a limt→−∞ σ(t) = 0
a limt→∞ σ(t) = 1. Důležité typy sigmoid jsou Heavisi-
dova funkce ϑ : R→ {0, 1}

ϑ(t) := 0 pro t < 0 a ϑ(t) := 1 pro t ≥ 0

a funkce signum sgn : R→ {−1, 1}

sgn(t) := −1 pro t < 0 a sgn(t) := 1 pro t ≥ 0.

Hd(X) značí slovník funkcí na X ⊂ Rd počítatelných
Heavisidovými perceptrony, tj.

Hd(X) := {ϑ(v · .+ b) : X → {0, 1} | v ∈ Rd, b ∈ R}

a Pd(X) slovník funkcí na X počítatelných signum per-
ceptrony, tj.

Pd(X) := {sgn(v·.+b) : X → {−1, 1} | v ∈ Rd, b ∈ R} .

V tomto článku se z technických důvodů zaměřujeme
na signum perceptrony, protože všechny funkce z Pd(X)

mají stejné normy rovné (cardX)1/2. Z hlediska mo-
delové složitosti je jen zanedbatelný rozdíl mezi sítěmi
se signum a Heavisideovými perceptrony, protože platí
sgn(t) = 2ϑ(t) − 1 a ϑ(t) =

sgn(t)+1
2 . Libovolnou síť

s n signum perceptrony lze tedy nahradit sítí s n + 1
Heavisidovými perceptrony.

Dalším hojně využívaným typem jednotek jsou já-
drové jednotky. Pro jádro Kd : X × U → R značíme
FKd

(X,U) slovník jádrových jednotek s parametry v U ,
tj.

FKd
(X,U) := {Kd(., u) : X → R |u ∈ U}.

Je-li X = U , píšeme FKd
(X). Slovníky tohoto typu

využívá algoritmus Support Vector Machine (SVM),
který hledá vhodné parametry jednotek v množině U =
{u1, . . . , ul} vstupních dat. Nejrozšířenejším typem já-
dra je gaussovské jádro.

V tomto článku se zabýváme schopnostmi mělkých
sítí reprezentovat funkce na konečných množinách v Rd.
Pro X ⊂ Rd značíme

F(X) := {f | f : X → R}

lineární prostor všech funkcí naX . B(X) značí podmno-
žinu F(X) tvořenou funkcemi s hodnotami 1 a −1, tj.

B(X) := {f : X → {−1, 1}}.

Je-li X ⊂ Rd konečná množina, potom F(X) je izo-
morfní s konečně dimenzionálním prostorem RcardX .
Tento izomorfismus indukuje naF(X) eukleidovský ska-
lární součin

〈f, g〉 :=
∑
u∈X

f(u)g(u)

a eukleidovskou normu

‖f‖ :=
√
〈f, f〉.

Sm−1r značí sféru o poloměru r v Rm a

Sr(X) := {f ∈ F(X) | ‖f‖ = r}

značí sféru o poloměru r v F(X). Abychom odlišili ska-
lární součin na Rd od skalárního součinu 〈., .〉 na F(X),
značíme ho

u · v :=

d∑
i=1

uivi.

3 Modelová složitost a variace funkcí

Užitečným nástrojem pro získávání odhadů závislosti
přesnosti aproximace funkcí neuronovými sítěmi na po-
čtu výpočetních jednotek je norma měřící korelaci apro-
ximované funkce s typem výpočetních jednotek. Tuto
normu lze také využít pro získání dolních odhadů počtu
výpočetních jednotek nebo velikostí výstupních vah sítě.



Pro omezenou podmnožinu G normovaného lineár-
ního prostoru (X , ‖.‖X ), G-variace (variace vzhledem k
množině G), označovaná ‖.‖G, je definovaná

‖f‖G := inf {c ∈ R+ | f/c ∈ clX conv (G ∪ −G)} ,

kde −G := {− g | g ∈ G}, clX značí uzávěr vzhle-
dem k topologii indukované normou ‖ · ‖X a conv značí
konvexní obal. Tento pojem zavedl Barron (1992) pro
množiny funkcí počítatelných perceptrony a Kůrková
(1997) definovala variaci vzhledem k libovolné omezené
množině a aplikovala na různé typy výpočetních jedno-
tek. Pomocí této normy byly odvozeny odhady rychlostí
klesání aproximačních chyb s rostoucím počtem jednotek
mělkých sítí (viz např. (Kůrková, 2003; Kainen a spol.,
2012)).

Variační norma může být také využita pro studium
modelové složitosti sítí reprezentujících funkce na ko-
nečných množinách. Z její definice lze snadno odvodit
následující tvrzení.

Tvrzení 3.1 Nechť G je konečná množina funkcí
na X ⊂ Rd, cardG = k, potom pro kaž-
dou funkci f : X → R platí ‖f‖G =

min
{∑k

i=1 |wi|
∣∣∣ f =

∑k
i=1 wi gi , wi ∈ R, gi ∈ G

}
.

Toto tvrzení ukazuje, že pokud má funkce velkou variaci
vzhledem ke slovníku výpočetních jednotek G, potom
každá reprezentace této funkce mělkou sítí s jednotkami
z G musí mít velký počet jednotek nebo musí být velké
některé z výstupních vah. Charakterizace funkcí s vel-
kou variací vede tedy k popisu tříd funkcí, jejichž repre-
zentace vyžaduje velký počet jednotek nebo některou
velkou výstupní váhu. Oboje může limitovat možnosti
implementace. Je pozoruhodné, že rovněž v teorii složi-
tosti obvodů hrají důležitou roli třídy funkcí definované
pomocí podmínek omezujících polynomiálně současně
počet jednotek a velikosti vah.

Pro popis tříd funkcí s velkou variací využijeme ná-
sledující větu vycházející z geometrické charakterizace
variace (Kůrková, 2012). G⊥ značí ortogonální doplněk
G.

Věta 3.1 Nechť X ⊂ Rd a G je omezená podmnožina
prostoru F(X), potom pro všechna f ∈ F(X) \ G⊥
platí

‖f‖G ≥
‖f‖2

supg∈G |〈g, f〉|
.

Věta 3.1 ukazuje, že funkce, které jsou „téměř ortogo-
nální” ke všem funkcím z G, mají velkou G-variaci. Slo-
žitost sítí s jednotkami ze slovníku G tedy záleží na tom,
jak je reprezentovaná funkce korelována s funkcemi z G.

4 Variace funkcí na velkých doménách

V této části ukazujeme, že geometrické vlastnosti eu-
kleidovských prostorů vyšších dimenzí vedou k tomu,
že množiny funkcí korelovaných s jednotlivými výpo-
četními jednotkami jsou poměrně malé. To plyne z tzv.
vlastnosti koncentrace míry, jejímž speciálním případem
je exponencionální pokles velikosti „polárních čepiček”
sfér s rostoucí dimenzí eukleidovských prostorů (viz např.
(Ball, 1997)). Pro g ∈ Sm−1r a ε ∈ (0, 1) označme

C(g, ε) := {h ∈ Sm−1r | |〈ho, go〉| ≥ ε}.

Potom pro všechna g ∈ Sm−1r , ε ∈ (0, 1) a µ uniformní
pravděpodobnostní míru na Sm−1r platí

µ(C(g, ε)) ≤ e−mε2

2 . (1)

Následující věta využívající odhad (1) ukazuje, že
pokud slovník výpočetních jednotek na velké doméně
je „relativně malý” vzhledem k velikosti množiny všech
funkcí na této doméně, potom s velkou pravděpodobností
reprezentace náhodně vybrané funkce vyžaduje mělkou
síť s „velkým” počtem jednotek nebo „velkou” velikostí
vah.

Věta 4.1 NechťX ⊂ Rd, cardX = m, G(X) ⊂ F(X)
takový, že cardG(X) = k, b, r > 0, a pro všechna
g ∈ G(X), ‖f‖ = r. Potom
(i) pro každou uniformní pravděpodobnostní míru µ na
Sr(X) platí,

µ({f ∈ F(X) | ‖f‖G(X) ≥ b}) ≥ 1− 2k e−
m
2b2 ;

(ii) je-li G(X) ⊂ B(X), a f je uniformě náhodně vy-
braná funkce z B(X), potom

Pr(‖f‖G(X) ≥ b) ≥ 1− 2k e−
m
2b2 .

Obě části Věty 4.1 plynou z Věty 3.1 a z geomet-
rických vlastností eukleidovských prostorů (důkaz viz
(Kůrková, 2014; Kůrková and Sanguineti, 2014)). Prostor
F(X) je isometrický s prostorem RcardX . S rostoucí
velikostí domény cardX = m, pravděpodobnostní míra
množin vektorů korelovaných s výpočetními jednotkami
ze slovníku G(X) klesá exponencionálně. Odhady ve-
likostí těchto měr plynou z vlastnosti koncentrace míry
(1) a z Chernoffova odhadu (Chernoff, 1952) z teorie
pravděpodobnosti.

Z Věty 4.1 plyne, že uniformní pravděpodobnostní
míra množiny funkcí s variací větší než b je alespoň

1− 2 cardG(X) e−
m
2b2 .

Například pro b = m1/4 je tato míra alespoň

1− 2 cardG(X) e−
m1/2

2 . (2)



Pro „relativně malé” slovníky a „velké” domény X je
dolní (2) mez blízko 1.

Mezi „relativně malé” slovníky patří slovníky
FKd

(X) tvořené jádrovými jednotkami se středy v tréno-
vacích vstupních datech, které se používají v algoritmu
Support Vector Machine (SVM), který vybírá výpočetní
jednotky (tzv. support vectors) pouze mezi jednotkami s
parametry danými vstupními trénovacími daty. V tomto
případě platí cardG(X) = k = cardX = m. Takže
pro slovníky používané v SVM plyne z Věty 4.1, že míra
množiny funkcí s variací větší než b je alespoň

1− 2me−
m
2b2 .

Pro b = m1/4 dostaneme dolní odhad této míry

1− 2me−
m1/2

2 .

Je-li doménaX d-dimenzionální boolovská krychleX =
{0, 1}d, je její velikostm = 2d a z (2) plyne dolní odhad

1− 2d+1 e−2
d/2−1

velikosti množiny funkcí, které mají variaci větší než
2d/4.

Také slovník signum perceptronůPd(X) je „relativně
malý”. Odhad jeho velikosti v závislosti na velikostim
doményX a dimenzi d prostoru Rd, v němž jsou body z
X umístěny, plyne z odhadů počtu lineárně separovatel-
ných dichotomií, které odvodil již v 19. století švýcarský
matematik Schläfli (viz Schläfli (1901)). Modernější vý-
klad jeho výsledků lze nalézt v článku (Cover, 1965).

Věta 4.2 Pro každé d a každou podmnožinu X ⊂ Rd
velikosti cardX = m platí

cardPd(X) ≤ 2

d∑
i=0

(
m− 1

i

)
≤ 2

md

d!
.

Z Věty 4.2 například plyne, že slovník funkcí počítatel-
ných signum perceptrony na d-dimenzionální boolovské
krychli {0, 1}d má velikost menší než 2d

2 . To znamená,
že jen malou část množiny B({0, 1}d) velikosti 22

d tvoří
funkce počítatelné signum perceptrony.

Na základě Vět 4.1 a 4.2 dostaneme následující odhad
pravděpodobnostního rozložení funkcí s velkými varia-
cemi vzhledem k signum perceptronům.

Důsledek 4.1 Nechť X ⊂ Rd, cardX = m, G(X) ⊂
B(X) takový, že cardG(X) = k, b > 0 a f je uniformě
náhodně vybraná funkce z B(X), potom

Pr
(
‖f‖Pd(X) ≥ b

)
≥ 1− 4

md

d!
e

−m

2b2 .

Např. pro doménu velikosti m = 2d dostaneme na zá-
kladě Důsledku 4.1 dolní odhad

1− 4
2d

2

d!
e−2

d/2−1

velikosti množiny funkcí, které mají variaci vzhledem k
percepronům větší než b = 2d/4.

5 Konstrukce funkcí s velkou variací vzhle-
dem k perceptronům

Výsledky odvozené v předchozí části jsou existencionální.
Plyne z nich, že s rostoucí velikostí domény X se zvy-
šuje pravděpodobnost, že perceptronová síť reprezentující
náhodně vybranou binární klasifikační úlohu na X má
„velký” počet jednotek nebo některé z výstupních vah této
sítě jsou „velké”. Přestože má většina funkcí velkou vari-
aci vzhledem k perceptronům, sestrojit konkrétní příklad
takové funkce není snadné. V této sekci popíšeme jediný
typ konstrukce takových funkcí, který je nám znám.

Důležitý příklad z teorie boolovských funkcí je
funkce “inner product mod 2”, která nepatří do třídy L̂T2
okruhů hloubky 2 polynomiální velikosti s prahovými jed-
notkami s polynomiálně omezenými vahami (Roychowd-
hury a spol., 1994). Tato funkce β̄d : {0, 1}d → {0, 1}
je definovaná na boolovských krychlích sudé dimenze
{0, 1}d takto:

β̄d := (l(x) · r(x)) mod 2,

kde l(x), r(x) ∈ {0, 1}d/2 jsou definovány l(x)i := xi
pro i = 1, . . . , d2 a r(x)i := x d

2+i
pro i = 1, . . . , d2 .

Nahrazením oboru hodnot {0, 1} oborem hodnot {−1, 1}
dostaneme funkci

βd := (−1)l(x)·r(x) .

Každou funkci f na boolovské krychli {0, 1}d sudé
dimenze lze reprezentovat jako 2d/2×2d/2 maticiM de-
finovanouMu,v = f(u∗ v), kde u, v ∈ {0, 1}d/2 a u∗ v
značí konkatenaci vectorů u a v. Dá se ukázat, že matice
reprezentující funkci βd je tzv. Hadamardova matice, tj.
její řádky (ekvivalentně sloupce) jsou navzájem kolmé.
Na základě důkazu, že funkce β̄d není ve třídě L̂T2 (Haj-
nal a spol., 1993), dokázali Kůrková a spol. (1998), že va-
riace vzhledem k perceptronům každé boolovské funkce,
kterou lze reprezentovat jako Hadamardovu matici, zá-
visí na d exponencionálně. Tento výsledek lze rozšířit
na funkce na doménách X ⊂ Rd tvaru X = Y × Z,
kde cardY = cardZ = n, definované pomocí n × n
Hadamardových matic M jako f(x, y) = Mx,y. Vari-
ace vzhledem k perceptronům těchto funkcí je omezená
zdola

√
m

log2m
, kdem = n× n (Kůrková, 2015).
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