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Abstrakt

Klasické neurónové siete dosahujú obmedzené
výsledky pri probléme parity alebo dvoch špirál pri
malom počte neurónov. V tomto článku prezentujeme
experimenty s nami navrhnutým konceptom nového
neurónu, ktorý použı́va násobenie namiesto sumácie.
Špecifický je tým, že je možné ho učit’ a zároveň
ho netreba d’alej obmedzovat’ alebo stabilizovat’.
Taktiež ho vieme zapojit’ do architektúr s klasickými
neurónmi. Testovali sme ho na probléme dvoch špirál a
porovnávali jeho rôzne zapojenia na probléme parity 7.
stupňa. Naše výsledky preukázali efektı́vnost’ použitia
produktových vrstiev.

1 Úvod

Napriek tomu že je násobenie v neurónových siet’ach
teoreticky preskúmané, v terajšom state-of-the-art
výskume ho nájdeme iba zriedka. Vo väčšine prı́padov
sa totiž nepodarilo násobenie zovšeobecnit’ a pre-
konat’ problémy implementácie. V predchádzajúcom
prı́spevku (Malinovský, L’. and Malinovská, K., 2022)
sme práve na konferencii KUŽ prvýkrát predstavili
náš model siete s produktovými neurónmi, ktoré majú
trénovatel’né váhy.

V histórii neurónových sietı́ sa už v 60-tych ro-
koch objavili neuróny vyššieho rádu, kde sa vstupný
vektor rozšı́ril o vynásobené a umocnené už existujúce
vstupy (Nilsson, 1965). Pri aplikovanı́ spätného šı́renia
chyby na takéto neuróny hovorı́me o tzv. sigma-pı́
siet’ach (Rumelhart a spol., 1986). Náš model vychádza
z modelu, ktorý navrhli Ghosh a Shin (1992). Ten
najprv vstupy lineárne kombinuje a až následne ich
násobı́. Nelineárna aktivačná funkcia sa použije až
na poslednej vrstve, ktorá sa ako jediná učı́ pomo-
cou gradientovej metódy. Váhy neurónov predošlých
vrstiev sú nastavené na hodnotu 1 a nemenia sa.
Tento model vo všeobecnosti prekonáva silu klasického
perceptrónu, dokonca je porovnatel’ný so siet’ami s
neurónmi vyššieho rádu, avšak neumožňuje trénovanie
váh produktových neurónov.

Potenciál násobenia v neurónových siet’ach ana-
lyzuje Schmitt (2002), ktorý porovnáva rôzne typy
sietı́ s násobenı́m. Aj v oblasti hlbokých neurónových

sietı́ nájdeme modely, ktoré využı́vajú násobenie,
ako naprı́klad sum-product siete (Poon a Domingos,
2011; Delalleau a Bengio, 2011) alebo modely, ktoré
využı́vajú násobenie na vybraných miestach (Zhu a
spol., 2018; Diba a spol., 2017).

2 Náš model

Náš model (Malinovský, L’. and Malinovská, K., 2022)
sme predstavili ako klasickú pi-sigma siet’ (Ghosh a
Shin, 1992) s dvoma vrstvami - klasickou sumačnou a
následne produktovou. Vrstvu produktových neurónov,
tak ako sme ju navrhli my, je však možné zapájat’ v sieti
l’ubovol’ne na požadované miesta a adaptovat’ jej váhy
pri trénovanı́ modelu. Ďalšou výhodou je, že náš model
netreba pri a po trénovanı́ stabilizovat’ alebo obmedzo-
vat’.

Pre vstup x, bez trénovatel’ného prahu (bias), a
váhy w počı́tame aktiváciu neurónov ako

yi =
∏
j

(1− σ(wij)(1− xj)) , (1)

kde σ je logistická funkcia. Váhy našich produktových
neurónov nie sú fixné ako pri pôvodnej pi-sigma sieti.
Ked’že na ne aplikujeme sigmoidálnu funkciu, pri
výpočtoch sa ich hodnoty pohybujú v rozmedzı́ 〈0, 1〉.
Následne je použitá analógia produktového neurónu
s tým rozdielom, že váhy vstupujú do špeciálnej ak-
tivačnej funkcie, ktorá má skoro totožné vlastnosti s
umocnenı́m na čı́sla z intervalu 〈0, 1〉. Narozdiel od
umocnenia, je táto funkcia spojitá a spojito derivova-
tel’ná, takže vieme vrstvu takýchto neurónov učit’ pomo-
cou gradientových metód. Váhu produktového neurónu
si vieme predstavit’ ako percento dôležitosti. Určuje
v akej miere sa hodnota z presynaptického neurónu
použije v násobenı́.

Pre výstupnú vrstvu môžeme pomocou metódy
gradientového zostupu pre strednú kvadratickú chybu
odvodit’ nasledovné pravidlo pre učenie výstupných
váh:
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Ak sa vo výpočtoch nevyskytne delenie nulou, vieme
výpočet nahradit’ delenı́m nasledovne:∏
k 6=j

1− σ(wout
ik )(1− hl) =

yi
1− σ(wout

ij )(1− hj)
(3)

3 Viacvrstvová siet’ a experimenty

V tejto časti prezentujeme experimenty a výsledky
s našı́m modelom rozšı́reným na viacero skrytých
vrstiev. Pre problém parity predstavujeme podrobné
preskúmanie možnostı́ zapojenia pre dve skryté vrstvy.
Na záver ukážeme predbežné výsledky pre problém
dvoch špirál s troma skrytými vrstvami.

3.1 Problém parity

Problém parity je základný nelineárny problém, ktorý
sa použı́va na základné overovanie nových modelov
neurónových sietı́. Problém spočı́va v tom, že na vstupe
model dostáva binárny ret’azec dĺžky n a musı́ určit’,
či je počet jednotiek párny (výstup = 0) alebo nepárny
(výstup = 1). Úspešnost’ modelu v probléme parity sa
štandardne vyhodnocuje v zmysle konvergencie, čiže
počtu sietı́, ktoré skonvergujú k riešeniu. Aby siet’ kon-
vergovala musı́ určitý počet epoch po sebe určit’ všetky
vstupy na 100% správne. Tento nastavitel’ný parame-
ter budeme nazývat’ okno úspechu (po angl. success
window). V predošlej práci (Malinovský, L’. and Ma-
linovská, K., 2022) sme ukázali, že aj základný mo-
del s jednou klasickou skrytou vrstvou a jedným pro-
duktovým neurónom na výstupe, dosahuje ovel’a lepšie
výsledky ako klasický MLP pri parite stupňa 2 (XOR)
až 7.

V prezentovanom experimente vyhodnocujeme
efektı́vnost’ zapojenia produktovej vrstvy pri parite 7.
stupňa. Na testovanie použijeme model s 2 skrytými
vrstvami a vyskúšame všetky kombinácie zapojenia. Ak
architektúra použı́va produktovú vrstvu, želané výstupy
budú preškálované z 〈0, 1〉 na 〈−1, 1〉 kvôli väčšej
efektı́vnosti pri násobenı́. Architektúry sú popı́sané
skratkami aktivačných funkciı́ daných vrstiev. T značı́
Hyperbolický tangens, Q je naša pseudo-exponenciálna
funkcia (quasi), čiže produktová vrstva, S je Sigmoida.

Pre každú architektúru sme menili počet neurónov
na skrytej vrstve. Testované vel’kosti skrytých vrstiev
(h) boli nasledovné: [2, 2], [3, 5], [5, 3], [5, 15], [10,
15], [15, 10], [15, 15], [15, 10], [15, 5], [10, 5], [20, 20],
[25, 25], [30, 30], [40, 20], [20, 40], [40, 40]. V Tab 1
sú popı́sané nastavenia ostatných hyperparametrov.

Výsledky experimentu môžeme vidiet’ v Tab 1.
Pre MLP s aktivačnou funkciou tangens sa nám ne-
podarilo nájst’ také nastavenie aby siet’ konvergovala.
Tak isto ani pre architektúru čı́slo 6. Architektúra čı́slo
4. je v tabul’ke dvakrát. Toto zapojenie veĺmi dobre
konvergovalo pre viacero vel’kostı́ skrytých vrstiev. Pre
vel’kost’ [10,15] sı́ce konvergovalo všetkých 20 sietı́, ale

Názov parametra Hodnota parametra

Počet inštanciı́ siete 20

Rýchlost’ učenia 0.5

Okno úspechu 5

Maximum epoch 400 / 1000

Tab. 1: Nastavenie fixných hyperparametrov v experimente
parity. Počet 1000 maximálnych epoch bol použitý iba pre kla-
sické MLP siete.

pri vel’kosti [5,10] konvergujúce siete potrebovali naj-
menšı́ počet epoch. Až 2 siete dokázali konvergovat’ len
za 6 epoch, čiže pri odrátanı́ vel’kosti okna úspechu (5),
sa tieto inštancie naučili problém parity za 1 epochu.

Arch. Akt. f. h konverg. epochy

1 [T, Q, T] [15, 5] 18 100.7

2 [T, T, Q] [20,20] 11 332.5

3 [Q, T, T] [5,10] 14 148.5

4.1 [Q, Q, T] [10,15] 20 82.5

4.2 [Q, Q, T] [5,10] 19 14

5 [Q, T, Q] [5,5] 20 22.15

6 [T, Q, Q] [-,-] 0 -

7 [Q, Q, Q] [2,2] 20 20.55

MLP.1 [S, S, S] [100,100] 20 710

MLP.2 [T, T, T] [-,-] 0 -

Tab. 2: Tabul’ka popisuje kol’ko z 20 sietı́ konvergovalo
pre danú architektúru, pri najlepšej nami nájdenej vel’kosti
skrytých vrstiev.

3.2 Problém 2 špirál

Nelineárny problém dvoch do seba zavinutých špirál
sa taktiež použı́va na testovanie nových modelov. Na
Obr. 1 je zobrazený dataset ktorý pozostáva z 2000 bo-
dov. Želané výstupy boli taktiež preškálované na inter-
val 〈−1, 1〉.

Pre tento problém sme použili nasledujúcu archi-
tektúru: 2 vstupné neuróny, 10 tanh, 80 quasi, 5 tanh,
1 qausi výstupný neurón. Rýchlost’ učenia bola nasta-
vená na 0.01, okno úspechu bolo vel’ké 10 epoch a ma-
ximálny počet epoch bol 10000. V experimente sme
spustili 10 sietı́, z ktorých 4 konvergovali. Priemer do-
siahnutej presnosti modelov bol 98.275%.
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Obr. 1: Zobrazenie datasetu 2 špirál ktorý bol rozdelený v pomere 80:20 - tréning (vl’avo) : test (vpravo).
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Obr. 2: Priemer priebehu trénovania 10 sietı́ z experimentu 2 špirál.

4 Záver

V našej práci sme popı́sali experimenty s našı́m novým
modelom neurónovej siete s produktovými neurónmi,
v ktorých sme skúmali jeho rôzne zapojenia vo viac-
vrstvovej neurónovej sieti, a to na probléme parity 7.
stupňa a dvoch špirál. Výsledky potvrdili, že náš model
má značnú výhodu oproti klasickému viacvrstvovému
perceptrónu pri problémoch takéhoto typu.

Pod’akovanie

Tento prı́spevok vznikol v Centre pre kognitı́vnu vedu
na KAI FMFI UK v Bratislave, s podporou grantu
VEGA 1/0373/23 a a KEGA 022UK-4/2023. Za pod-
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